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1 Introdu
tionLe but de 
e travail de re
her
he en
adré est la le
ture de l'arti
leMonadsfor in
remental 
omputing de M. Carlsson (voir [Car℄) ainsi que la réalisa-tion d'une petite librairie en OCaml en se basant sur la librairie en Haskellprésentée dans 
et arti
le (voir [Lib℄).1.1 Le 
al
ul in
rémentalDé�nition 1 Soient :� f un programme et x une donnée en entrée de f ,� y un 
hangement dans la valeur de x et op une opération qui 
ombinex et y pour produire une nouvelle donnée en entrée de f de valeurx (op) y,� r = f(x) le résultat de l'exé
ution de f sur x,� f 0 un programme qui 
al
ule f(x (op) y) tel que :1. le 
al
ul de f 0 est plus rapide que 
elui de f pour tout x et y,2. f 0 utilise r.Alors f 0 est appelé version in
rémentale de f sous op.On parle alors de 
al
ul in
rémental. Parfois, des informations supplémen-taires autres que r sont né
essaires à f 0 pour un 
al
ul in
rémental e�
a
e.Prenons un exemple simple : un programme f 
al
ule la somme des élé-ments su

essifs d'une liste l de taille n selon l'algorithme de 
omplexitéO(n2) suivant :pour i allant de 1 à ns = s + l[i℄finpourretourner sAinsi : l = [2; 3; 1; 5; 2℄ f�! 2 + 3 + 1 + 5 + 2 = 13 = sLorsque la liste l en entrée est modi�ée, par exemple son troisième élémentvaut 4 au lieu de 1, pour 
al
uler la nouvelle somme notre version in
rémen-tale f 0 de f soustrait l'élément sortant 1 de la somme pré
édemment 
al
uléeet rajoute la nouvelle valeur 4 :l = [2; 3; 4; 5; 2℄ f 0�! 13� 1 + 4 = 16 = sLe 
al
ul in
rémental permet don
, par l'utilisation du résultat du 
al
ulpré
édent, une mise à jour du résultat bien plus rapide que la réévaluation
omplète. 1



1.2 Survol des arti
les étudiésLe 
al
ul in
rémental est utilisé pour l'optimisation des 
ompilateurs, lessystèmes intera
tifs, et
. De nombreuses te
hniques de 
al
ul in
rémentalont été développées. Une de 
es te
hniques est 
elle utilisant des graphes dedépendan
e dynamique appelés DDG (pour Dynami
 Dependen
e Graph) etl'algorithme appelé 
hange propagation.Cette te
hnique est présentée dans l'arti
le Adaptive fun
tional program-ming (voir [A
ar℄). Les auteurs parlent i
i de programmation fon
tionnelleadaptative. Lorsqu'un programme adaptatif s'exé
ute, le système sous-ja
entreprésente les données et leurs dépendan
es d'exé
ution via un DDG. Lorsquel'entrée du programme 
hange, l'algorithme 
hange propagation met à jourle DDG et la sortie du programme en propageant les 
hangements dans 
egraphe et en ré-exé
utant le 
ode seulement lorsque 
ela est né
essaire. Lesauteurs y dé�nissent trois primitives pour rendre adaptatif tout programmefon
tionnel ave
 appel par valeurs, puis deux opérations : 
hangement del'entrée et propagation. L'implémentation d'une telle librairie pour ML y estdé
rite brièvement. En�n, pour assurer l'usage 
orre
t de la librairie, les au-teurs 
onstruisent un langage purement fon
tionnel adaptatif qui donne 
etteassuran
e.Dans Monads for in
remental 
omputation, l'auteur présente une ap-pro
he monadique de la te
hnique pré
édemment dé
rite, pour des langagespurement fon
tionnels 
omme Haskell. La librairie en ML pré
édente y esttraduite selon 
ette appro
he en Haskell. L'arti
le montre 
omment l'utili-sation des monades assure l'usage 
orre
t de la librairie (sans re
ourir à desextensions 
omme dans le 
as pré
édent), mais aussi o�re des opportunitésd'optimisation du temps du 
al
ul in
rémental. Cette librairie est disponiblepour télé
hargement sur [Lib℄.
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2 Librairie adaptative2.1 PrésentationVoi
i la signature de la librairie adaptative pour ML donnée dans [A
ar℄ :signature ADAPTIVE =sigtype 'a modtype 'a desttype 
hangeableval mod: ('a * 'a -> bool) ->('a dest -> 
hangeable) -> 'a modval read: 'a mod * ('a -> 
hangeable) -> 
hangeableval write: 'a dest * 'a -> 
hangeableval 
hange: 'a mod * 'a -> unitval propagate: unit -> unitval init: unit -> unitendUne variable modi�able (de type 'a mod) est 
rée par mod, une valeur yest ins
rite par write, 
ette valeur est lue par read et 
hangée par 
hange etpropagate. init initialise la librairie. Le type 
hangeable représente les expres-sions qui dé�nissent ou mettent à jour une modi�able en se servant (en lisant)d'autres modi�ables, dans un style de programmation par 
ontinuations ap-pelé CPS (pour Continuation-Passing Style) : elles ne retournent pas unevaleur mais prennent un paramètre destination 'a dest dans lequel é
riventla valeur.L'usage 
orre
t de la librairie demande que :1. les valeurs des modi�ables ne puissent pas être lues dire
tement, maisuniquement lors de la dé�nition d'autres modi�ables2. 
haque expression 
hangeable utilise sa destination exa
tement une fois,lors d'une opération write.La propriété (1) est assurée par la dé�nition même du type de read. C'estpour assurer la propriété (2) que les auteurs présentent dans [A
ar℄ un langagefon
tionnel étendu. L'appro
he monadique dans [Car℄ assure à elle seule 
ettepropriété.La fon
tion mod prend deux paramètres : une fon
tion de 
omparaisonet un initialiseur. La fon
tion de 
omparaison est utilisée par l'algorithme
hange propagation pour 
omparer l'an
ienne et la nouvelle valeur de la mo-di�able, l'initialiseur est 
elui qui é
rit la valeur de la modi�able. La fon
tion3



read prend en paramètres une modi�able et un reader, fon
tion de 
orps
hangeable qui est appliquée à la modi�able. Illustrons ave
 un exemple :let val m = mod (op=) (fn d => write(d, 1))val n = mod (op=) (fn d => write(d, 2))val mn = mod (op=) (fn d =>read (m, fn v =>read (n, fn w =>write (d, v * w))))in 
hange (m, 3);
hange (n, 7);propagate()endLa modi�able m est i
i dé�nie ave
 la valeur 1, n ave
 la valeur 2, mnest dé�nie ayant la valeur de m multipliée par 
elle de n. L'opération de
omparaison (op=) véri�e si la nouvelle valeur de la modi�able est di�érentede l'an
ienne. Lorsque les valeurs de m et n sont 
hangées, mn doit êtrere
al
ulée puisque elle utilise les valeurs de m et n. Le re
al
ul est fait enappliquant fn v => read(n; fn w => write(d; v �w)) aux valeurs modi�éesde m et n. Ainsi mn vaudra après propagation 3 � 7 = 21.2.2 DDG et time-stampsDans l'exemple pré
édent, si seule la valeur de m était modi�ée, il seraitinutile de re
al
uler la valeur de n lors de la propagation. Pour être e�
a
el'algorithme du 
hange propagation doit don
 garder une tra
e des dépen-dan
es mutuelles des modi�ables, de l'ordre d'évaluation des di�érents readen ex
luant 
eux qui ne doivent pas être réévalués. C'est 
e à quoi vont servirles DDG.Un DDG est un graphe dirigé a
y
lique 
rée dynamiquement lors de l'éva-luation d'un programme adaptatif. Chaque modi�able y est représentée parun n÷ud et 
haque ar
 représente un read. Lors de l'évaluation d'un read lamodi�able qui est lue devient le n÷ud sour
e et la modi�able dans laquellele reader �nit par é
rire devient le n÷ud destination. On dit qu'un read rest 
ontenu dans un autre read r' si l'ar
 de r a été 
rée durant l'évaluationde r0. Ce
i dé�ni une hiérar
hie entre les read, hiérar
hie qui est représentéedans 
hange propagation par l'utilisation des time-stamps.Les time-stamps représentent di�érents �moments� d'un dé
oupage dutemps d'exé
ution de notre programme adaptatif. Chaque n÷ud et 
haquear
 du DDG possède son time-stamp, qui 
orrespond au temps de son exé
u-tion dans l'ordre séquentiel d'exé
ution du programme. Le time-stamp d'un4



n÷ud est généré par mod après évaluation de l'initialiseur, le time-stampd'un ar
 est le time-stamp de la modi�able sour
e du read que 
et ar
 re-présente. On appelle start time le time-stamp d'un ar
 (i.e. le time-stamp dela modi�able sour
e) et stop time le time-stamp de la modi�able é
rite dansle read (i.e. le time-stamp de la modi�able destination). On dé�nit alors letime-span d'un ar
 
omme le 
ouple (start time; stop time). Le time-spandé�nit la hiérar
hie des read 
omme suit :Dé�nition 2 Soient r un read de time-span tr = (startr; stopr) et r0 unread de time-span tr0 = (startr0 ; stopr0). r est 
ontenu dans r0 si et seulementsi : startr0 < startr < stopr < startr02.3 Algorithme 
hange propagationVoi
i l'algorithme en pseudo-
ode :Change propagateI : ensemble des modifiables 
hangéesG = (V, E) : DDG1 Q := ensemble des ar
s sortants de 
haque v dans I2 pour Q non vide faire3 e:= delete_min(Q)4 (start, stop) := time-span(e)5 V := V - {v dans V tq start < time-stamp(v) < stop}6 E' := {e' dans E tq start < time-stamp(e') < stop}7 E := E - E'8 Q := Q - E'9 v' := apply(reader(e), value(sour
e(e)))10 if v' # value(dest(e)) then11 value(dest(e)) = v'12 Q := Q + ar
s_sortants(dest(e))Étant donnés un DDG G et un ensemble I de modi�ables dont la valeur a
hangé (par 
hange), l'algorithme du 
hange propagation propage 
es 
han-gements et met ainsi à jour le DDG. On ne réévalue que les read a�e
téspar les 
hangements. Conformément au DDG 
es read 
orrespondent à tousles ar
s sortants des modi�ables 
hangées (appartenant à I don
). On pla
e
es ar
s dans une queue de priorité Q (ligne 1). La priorité Dans Q étantdé�nie selon l'ordre des time-stamp des ar
s, on ne risque pas d'évaluer unread avant d'évaluer les reads 
ontenus dans 
elui-
i (
es derniers ayant untime-stamp plus petit). Après la réévaluation du reader (ligne 9) l'algorithme5



véri�e si la valeur de la modi�able destination a 
hangé (ligne 10) en utili-sant la fon
tion de 
omparaison passée en argument à mod. Si 
ette valeura 
hangé tous les read de 
ette modi�able doivent être réévalués, on ajoutedon
 les ar
s sortants de la modi�able destination à la queue (ligne 12) aprèsavoir é
rite 
ette nouvelle valeur dans la modi�able (ligne 11).On remarque de plus que 
haque itération dans l'algorithme met à jourun ar
 e en réévaluant son reader seulement après avoir enlevé de la queue depriorité et du DDG tous les n÷uds et tous les ar
s 
ontenus dans e (lignes 5 à8). Pour 
omprendre la raison de 
e
i prenons un fragment d'un hypothétiqueprogramme :let val m = mod (op=) (fn d => write(d, 1))val n = mod (op=) (fn d => write(d, 1))val mdivn = mod (op=) (fn d =>read (n, fn n =>if n = 0 then write (d, -1)else read (m, fn m =>write (d, m / n))))Lors de la 
réation de mdivn la librairie ajoute les deux ar
s 
orrespon-dant aux read de m et de n de destination mdivn. L'ar
 du read(m) est detime-stamp plus petit 
ar 
e read est 
ontenu dans le read(n). Supposonsmaintenant que la valeur de n 
hange pour devenir 0 et 
elle de m devienne4. La librairie va insérer l'ar
 partant de n à destination de mdivn ainsi que
elui partant de m à mdivn à la queue Q. Si lors de l'évaluation du read dem on n'enlevait pas de la queue Q tous les read 
ontenus dans read(n) (i.e.le read(m) i
i), 
e ne serait pas juste une perte de temps que de réévaluer leread(m), 
ela provoquerait une erreur de division par 0.2.4 Travail e�e
tuéUne implémentation in
omplète de la librairie 
hange propagation estprésentée dans [A
ar℄. Nous avons �traduit� 
ette librairie en OCaml et im-plémenté la queue de priorité Q ainsi qu'une stru
ture de données permettantde gérer les time-stamps. Ces di�érents �
hiers se trouvent en annexe A. Enannexe B 
ette librairie est testée sur quelques exemples.Le �
hier time.ml implémente les time-stamps 
omme une référen
e versune liste triée de �ottants. Cette liste est initialisée ave
 l'élément 0, le time-stamp le plus grand pouvant être attribué est 1. Lorsqu'un nouveau time-stamp est attribué, il est 
al
ulé 
omme étant la moyenne des deux plusgrands time-stamps déjà existants. En e�et lorsqu'une modi�able m, dont lavaleur est utilisée dans un read par une autre modi�able n, voit sa valeur6




hangée par un 
hange, un time-stamp lui est attribué. Ce time-stamp doitêtre inférieur au time-stamp de la modi�able destination n qui a déjà été at-tribué lors de la 
réation de n. Ce time-stamp doit également être supérieurau time-stamp d'une éventuelle modi�able p dont la valeur est utilisée pourn mais est lue par un read avant que m soit lue. D'où le 
hoix de la moyennede 
es deux time-stamps. L'assuran
e que les deux derniers time-stamps 
or-respondent bien aux time-stamps qui devront en
adrer notre time-stamp àinsérer, viens du fait que la liste des time-stamps est maintenue dynamique-ment. En e�et lors de l'évaluation d'un read r, l'algorithme 
hange propaga-tion, plut�t que d'enlever les ar
s 
ontenus dans r de la queue de priorité etdu DDG, e�a
e tous les time-stamps (fon
tion spli
e_out) 
ontenus dans letime-span de r.Le �
hier q.ml gère la queue de priorité des ar
s a�e
tés. On appellear
s a�e
tés les ar
s sortant des modi�ables dont la valeur a été 
hangée par
hange. Les opérations d'insertions, e�a
ement, 
ardinal y sont implémentées.Le �
hier lib.ml représente la librairie ave
 les opérations d'initialisationinit, de 
réation de modi�able modif, de le
ture read, d'é
riture write, etl'algorithme 
hange propagation.2.5 Limitations de la librairie OCamlConsidérons l'exemple suivant :Fi
hier in
orre
t_mplus1.ml :let _ =let m =modif (=) (fun
tion d -> (write d 1; write d 5)) inlet mplus1 =modif (=) (fun
tion d ->read m (fun
tion v -> write d (v+1))) in
hange m 7;propagate();Printf.printf "m=%d mplus1=%d\n" (!(m.value) ()) (!(mplus1.value) ())On remarque à la troisième ligne que la destination est utilisée deux fois lorsde deux write 
onsé
utifs, 
e qui viole notre propriété (2) d'usage 
orre
t dela librairie (qui exige qu'une expression 
hangeable utilise sa librairie exa
te-ment une fois et 
e
i lors d'une opération write). Pourtant la librairie OCamlne réagit pas à 
ette violation. Il en est de même lorsqu'une destination n'estjamais utilisée. 7



Pour pallier 
e problème les auteurs présentent dans [A
ar℄ une extensionde langage fon
tionnel ave
 appel par valeurs dont la sémantique for
e l'usage
orre
t.3 Appro
he monadique de la librairieDans [Car℄ l'auteur traduit la librairie adaptative de [A
ar℄ dans un lan-gage purement fon
tionnel, Haskell. Ce
i est fait en dé�nissant deux mo-nades : le monade C représentant les expressions de type 
hangeable et lemonade A qui implémente les opérations 
hange et propagate. L'utilisationdes monades va assurer à elle toute seule l'usage 
orre
t de la librairie.3.1 Les monadesLes langages fon
tionnels purs 
omme Haskell, 
ontrairement au langagessimplement fon
tionnels 
omme OCaml, n'o�rent pas dire
tement la fa
ilitéd'utilisation des fon
tionnalités impures : gestion d'erreurs ave
 les ex
ep-tions, instru
tions d'entrées-sorties, ou tout simplement in
rémentation d'unevariable globale. L'utilisation de telles fon
tionnalités né
essite des modi�
a-tions importantes du programme en Haskell. Les monades servent justementà fa
iliter la modi�
ation de tels programmes et à augmenter leur modularité.Voi
i la dé�nition d'un monade en notation Haskell 
omme elle est donnédans The essen
e of fun
tional programming (voir [Wad℄) :Dé�nition 3 Un monade est un triplet (M;unitM;bindM) ave
 M un
onstru
teur de type, unitM et bindM deux fon
tions de types polymor-phiques :� unitM :: a �!M a� bindM :: M a �! (a �!M b) �!M bunitM est parfois appelé return, bindM est parfois noté >>= ou �.Lors de la 
onversion d'un programme en forme monadique, une fon
tionde type de départ a �! b sera 
onvertie en une fon
tion de type a �!M b.On voit alors que unitM 
orrespond à la fon
tion identité. bindM quantà elle représente la 
omposition monadique. En e�et : soient deux fon
tionk :: a �! b et h :: b �! 
 qu'on peut 
omposer en é
rivant :\a -> let b = k a in h b,la 
omposé est don
 de type a �! 
. Sous forme monadique, deux fon
tionsk :: a �!M b et h :: b �!M 
 sont 
omposées par bindM :8



(\a -> k a 'bindM' (\b -> h b))qui est de type a �!M 
.Trois lois monadiques demandent que bindM soit asso
iative et admetteunitM 
omme élément neutre à gau
he et à droite.D'autres opérations primitives peuvent être dé�nies dans un monade selonl'utilisation re
her
hée. Ainsi en Haskell les monades implémentent les listes,les tableaux, gèrent les entrées-sorties, et
.La librairie adaptative étant é
rite en CPS, 
onsidérons en exemple lemonade C des 
ontinuations :type C a = (a -> Answer) -> AnswerunitC a = \
 -> 
 am 'bindC' k = \
 -> m (/a -> k a 
)Le type Answer représente le résultat �nal d'un 
al
ul. En CPS, une valeura (de type a) est représentée par une fon
tion qui prend en paramètre une
ontinuation 
 (de type a �! Answer), applique la 
ontinuation à la valeura, et produit 
omme résultat 
 a (de type Answer). Ainsi, dans le monadeC, unitC a est la représentation CPS de a. Ave
 m :: C a et k :: C b,l'a
tion de m 0bindC 0 k se lit : soit 
 la 
ontinuation 
ourante, évaluer m etmettre le résultat dans a, appliquer k à a ave
 la 
ontinuation 
.Dans [Wad℄ l'auteur montre qu'il existe une 
orrespondan
e étroite entreles 
ontinuations et le monade C.3.2 Monades C et AVoi
i l'interfa
e simpli�ée de la librairie adaptative en Haskell donnéedans [Car℄ :newtype A anewtype C anewtype Mod ainstan
e Monad Ainstan
e Monad C
lass Monad m => Newmod m wherenewModBy :: (a -> a -> Bool) -> C a -> m (Mod a)instan
e NewMod Ainstan
e NewMod CnewMod :: (NewMod m, Eq a) => C a -> m (Mod a)9



readMod :: Mod a -> C a
hange :: Mod a -> a -> A ()propagate :: A ()Nous avons remarqué pré
édemment que la mise à jour des modi�ablesest faite dans un style de programmation CPS : les expressions 
hangeablesprennent en paramètre une destination 'a dest (paramètre de 
ontinuationi
i) dans laquelle elles é
rivent la valeur mise à jour de la modi�able. C'estainsi que le monade C pré
édent va être utilisé dans [Car℄ pour représenterles expressions 
hangeables. Le type de 
e monade est pré
isémment :(a -> Changeable) -> ChangeableL'opération read, qui est de type ml :'a mod * ('a ->
hangeable) -> 
hangeablese traduit ainsi immédiatement en une opération du monade C appelée read-Mod de type Mod a �! C a.Le passage de la 
ontinuation au monade C dans [Car℄ permet de 
a
herle paramètre de 
ontinuation 'a dest dans le monade. En 
a
hant 
ette des-tination, sa possibilité d'utilisation dire
te par l'utilisateur de la librairie estéliminée.C'est aussi pourquoi l'opération write n'apparaît plus dans l'interfa
eHaskell de la librairie. En e�et, il est souhaitable que write fasse partie dela 
ontinuation pour pouvoir la �
a
her� de l'utilisateur, pour que 
e der-nier ne puisse pas é
rire plus d'une fois ou au
une fois dans une modi�able.L'opération write va don
 se trouver 
a
hée dans l'opération newMod de
réation de modi�ables de sorte que la propriété (2) d'usage 
orre
t de la li-brairie se trouve for
ément respe
tée. Ainsi la version monadique en Haskellde l'exemple in
orre
t donné à la se
tion 2:5 est (
omme donné dans Car) :do m <- newMod (return 1)mplus1 <- newMod (do v <- readMod mreturn (v + 1))
hange m 2propagateOn remarque qu'au
un write n'apparaît dans le 
ode, et que le paramètredestination a disparu. Il est alors évident que l'usage in
orre
t présenté dansl'exemple de la se
tion 3:1 est i
i impossible, la propriété (2) est toujoursassurée. 10



Le monade A implémente les opérations adaptatives 
hange et propagate.De plus l'opération newMod y est sur
hargée pour permettre la 
réation demodi�ables dans les deux monades, A et C. L'algorithme de 
hange propa-gation implémenté est le même que 
elui de la librairie ML.3.3 Travail e�e
tuéNous avons implémenté en OCaml l'appro
he monadique de la librairieadaptative. Les di�érents �
hiers se trouvent en Annexe C. Cette implé-mentation est basée sur le monade C uniquement, le monade A n'a pas été
onstruit.Le module Monad 
omporte une interfa
e pour les monades et une im-plantation en monade C du monade de 
ontinuation. Les fon
tions mona-diques return et bind ont été implémentées en se basant sur les exemplesd'utilisation donnés en se
tion 2:2 dans [Car℄.Les �
hiers types.ml, time.ml et q.ml restent les mêmes que pré
édem-ment. Le �
hier monadi
_lib.ml implémente la nouvelle librairie. Regardonsde plus près 
e qui a 
hangé.La fon
tion new_mod est presque la même que modif (à des renommagesde fon
tions auxiliaires près qui rappellent la version Haskell) sauf les deuxdernières lignes :let modif 
mp f = let new_mod 
mp f =... ...f(m); f (fun v -> !(m.wrt) v);m C.return mRevenons à la version Haskell pour 
omprendre. La fon
tion de 
réation demodi�ables en Haskell newMod peut-être exprimée par rapport à mod :newMod :: (a -> a -> Bool) -> C a -> C (Mod a)newMod 
mp 
 = mod 
mp (\d -> 
 (\a -> write d a))Le 
omparateur 
mp est le même mais l'initialiseur a 
hangé. La valeur a detype a qui représente la valeur à é
rire dans la modi�able, est maintenant
odée dans le monade C, 
'est un type C a. A la ligne f(fun v �!!(m:wrt) v)on ré
upère dans la variable v 
ette valeur 
odée et on lan
e son é
rituredans la modi�able en appelant l'initaliseur f 
omme dans le 
as pré
édent.Et en�n le type de retour de la fon
tion est désormais monadique d'où ledernier return.La fon
tion d'é
riture write a disparu, la le
ture, 
hange et propagaterestent in
hangées.Maintenant l'exemple de la se
tion 3:4 peut s'é
rire en OCaml :11



Fi
hier mplus1_monadi
.ml :let (>>=) = C.bindlet return = C.returnlet (>>) = C.(>>)let eval m = m (fun x -> x)let prog =new_mod (=) (return 1) >>= fun m ->new_mod (=) (read_mod m >>= fun v ->return (v + 1)) >>= fun mplus1 ->
hange m 2;propagate ();Printf.printf "m=%d mplus1=%d\n" (!(m.value) ()) (!(mplus1.value) ());return ()let _ = eval proget son exé
ution produit le même résultat que son homologue non-monadique,i.e. imprime m = 2 mplus1 = 3 sur la sortie standard. Nous avons mis enannexe C l'équivalent de l'exemple de la se
tion 2:1.4 Con
lusionLors de 
e travail de re
her
he en
adré la notion de 
al
ul in
rémental aété étudiée à travers la te
hnique de 
hange propagation. L'étude de [Haskell℄a permis dans un premier temps de se familiariser ave
 le langage Haskellet tout parti
ulièrement ave
 la notion de monade. Une idée plus pré
ise del'intérêt du travail e�e
tué dans [Car℄ a ainsi pu se mettre en pla
e.Dans un deuxième temps, l'étude de [A
ar℄, arti
le sur lequel [Car℄ s'ap-puie, a permis une 
ompréhension approfondie de l'algorithme de 
hange pro-pagation. Cette 
ompréhension a été illustrée par l'implémentation en OCamlde la librairie présentée dans 
et arti
le. Cette librairie a ainsi pu être testéesur des exemples.Dans un troisième temps, le retour à [Car℄ et l'étude de la librairie quiy est présentée (voir [Lib℄ a permis de 
omprendre l'implémentation de lalibrairie sous forme monadique. Le monade C a été implémenté et la librairiea été réé
rite en fon
tion de 
e monade. L'usage 
orre
t a ainsi pu être assuré.Il reste maintenant à ré�é
hir sur les avantages de l'utilisation du monadeA et à implémenter 
e monade dans notre librairie OCaml pour mieux rendre
ompte de son éventuel intérêt. 12



Référen
es[A
ar℄ U. A
ar, G. Blello
h et R. Harper. Adaptive fun
tional programming.http://tti
.u
hi
ago.edu/~umut/papers/toplas06.html.[Car℄ M. Carlsson. Monads for in
remental 
omputing,www.
se.ogi.edu/~magnus/papers/i
fp-2002.pdf.[Haskell℄ A gentle introdu
tion to Haskell, version 98, 
hapitres 1 - 9.http://www.haskell.org/tutorial/.[Hugs℄ The Hugs 98 interpreter. www.haskell.org/hugs/.[Lib℄ M. Carlsson. Implementation of the library in Haskell.http://www.
se.ogi.edu/~magnus/Adaptive/.[Liu℄ Y. Liu, S. Stoller et T. Teitelbaum. Dis
overing auxiliary informa-tion for in
remental 
omputation, p. 1. www.
s.sunysb.edu/~stoller/papers/POPL96.pdf.[OCaml℄ E. Chailloux, P. Manoury et B. Pagano. Developpement d'appli
a-tions ave
 Obje
tive Caml, 
hapitre 14. O'Reilly, 2000.[Wad℄ P. Wadler. The essen
e of fun
tional programming.http://homepages.inf.ed.a
.uk/wadler/topi
s/monads.html.

13



A Librairie OCamlLe �
hier time.ml implémente les time-stamps :type t = floatlet init () =0.let re
 last_els () =let re
 aux = fun
tion[℄ | [_℄ -> failwith "last_els"| [x; y℄ -> (x, y)| h :: t -> aux t inaux !time_stampslet mean_last_els () =let (x, y) = last_els () in(x +. y)/.2.let next_time () =mat
h !time_stamps with[℄ -> 0.| [x℄ -> x +. 1.| l -> mean_last_els ()let insert time =time_stamps := List.sort 
ompare (!time :: !time_stamps);time := next_time ();!timelet spli
e_out t1 t2 =time_stamps := List.filter (fun t -> not (t1 <= t && t <= t2)) !time_stampslet is_spli
ed_out t =not (List.mem t !time_stamps)
14



Le �
hier types.ml dé�nit les types utilisés :type reader = unit -> unittype time_span = Time.t * Time.ttype edge = {reader: reader; time_span: time_span}type 'a node = {value: (unit -> 'a) ref; wrt: ('a -> unit) ref;out_edges: edge list ref}type 'a dest = 'a nodetype 'a modif = 'a nodetype 
hangeable = unitLe �
hier q.ml implémente la queue de priorité :open Typesmodule S = Set.Make(stru
ttype t = Types.edgelet 
ompare e1 e2 =
ompare (fst e1.time_span) (fst e2.time_span)end)let empty = S.emptylet is_empty = S.is_empty(* [delete_min q℄ deletes the edge with the least time-stamp fromthe queue and returns the 
ouple (edge deleted, new queue) *)let delete_min q =let edge = S.min_elt q inlet nq = S.remove edge q in(edge, nq)let insert = S.addlet 
ardinal = S.
ardinallet iter = S.iter
15



Le �
hier lib.ml implémente la librairie :open Typesopen Debugex
eption Unset_Modif(* 
urrent_time is used to generate the next time-stamp *)let 
urrent_time = ref(Time.init())(* pq is the priority queue of affe
ted edges, initially empty *)let pq = ref(Q.empty)(* initializing the library *)let init () =
urrent_time := Time.init();pq := Q.empty(* 
reation of modifiables : 
mp is the 
omparison fun
tion,f is the initialiser fun
tion *)let modif 
mp f =(* initially *)let value = ref(fun
tion _ -> raise Unset_Modif) inlet wrt = ref(fun
tion v -> raise Unset_Modif) inlet out_edges = ref [℄ inlet m = {value= value; wrt= wrt; out_edges=out_edges} in(* when a value v is written with write *)let 
hange t v =(* if v is different from the existing one *)(if 
mp v (!value ())then(* then nothing is done *)()else(* else the new value v is written, *)(value := (fun
tion _ -> v);(* the out_edges of m are inserted in the priority queue, *)List.iter (fun
tion x -> pq := Q.insert x !pq) !out_edges;(* the out_edges list is emptied so to avoid re-inserting thesame edges during next iteration *)out_edges := [℄)); 16




urrent_time := t inlet write v =value := (fun
tion _ -> v);(* generation of the node's time-stamp *)wrt := 
hange (Time.insert(
urrent_time)) in(* effe
tive writing of the modifiable's value *)wrt := write;(* the initialiser is 
alled *)f(m);(* the modifiable is returned *)m(* writing the value v in a modifiable (whi
h is a dest type) d *)let write d v =!(d.wrt) v(* reading a modifiable n and applying the reader f to it *)let read n f =(* generating the start time of the read = time-stamp of the read *)let start = Time.insert(
urrent_time) inlet re
 run () =(* preparing to apply the reader f *)f (!(n.value)());(* updating the out_edges of the modifiable n being read by addingthe 
urrent read to it *)n.out_edges :={reader=run; time_span=(start, !
urrent_time)} :: !(n.out_edges) in(* applying the reader *)run ()(* 
hanging the value v of modifiable l by expli
itely writing to it *)let 
hange l v = write l v(* auxiliary fon
tion for propagation *)let re
 propagate_aux () =(* if nothing to evaluate *)if (Q.is_empty(!pq))then(* then nothing is done *)()else 17



(* else 
onsider the first edge to be evaluated *)let (edge, npq) = Q.delete_min(!pq) inlet {reader=f; time_span=(start, stop)} = edge in(* remove all other edges from evaluation priority queue *)pq := npq;(* if the time-stamp of the edge was deleted on previous iteration,i.e. this edge is not to be re-evaluated *)if (Time.is_spli
ed_out start)then(* then 
ontinue propagating on other edges *)propagate_aux ()else ((* else delete edges 
ontained in the 
urrent edge, *)Time.spli
e_out start stop;
urrent_time := start;(* evaluate edge by 
alling its reader *)f();propagate_aux())(* propagating the 
hanges *)let propagate () =let 
time = !
urrent_time inpropagate_aux();
urrent_time := 
time

18



B Tests de la librairie O
amlL'exé
ution de l'exemple suivant, �
hier mplus1.ml :let _ =let m =modif (=) (fun
tion d -> (write d 1)) inlet mplus1 =modif (=) (fun
tion d ->read m (fun
tion v -> write d (v+1))) in
hange m 2;propagate();Printf.printf "m=%d mplus1=%d\n" (!(m.value) ()) (!(mplus1.value) ())imprime : m=2 mplus1=3.Celle de l'exemple suivant, �
hier mtimesn.ml :let _ =let m =modif (=) (fun
tion d -> (write d 1)) inlet n =modif (=) (fun
tion d -> (write d 2)) inlet mn =modif (=) (fun
tion d ->read m (fun v ->(read n (fun w -> write d (w * v))))) in
hange m (int_of_string Sys.argv.(1));
hange n (int_of_string Sys.argv.(2));propagate();Printf.printf "%d*%d=%d\n" (!(m.value) ()) (!(n.value) ()) (!(mn.value) ())ave
 
omme arguments 7 et 5, imprime : 7 � 5 = 35

19



Celle de l'exemple suivant, �
hier fa
t.ml :let re
 fa
t n =if (n = 0)then1elsen * fa
t (n-1)let fa
torial n p =modif (=) (fun d -> read p (fun p ->if (not p)thenwrite d 1elseread n (fun n -> write d (fa
t n))))let _ =let n = modif (=) (fun n -> write n 0) inlet p = modif (=)(fun p -> read n (fun n -> write p (n >= 0))) in
hange n (int_of_string Sys.argv.(1));propagate ();Printf.printf "%d\n" (!((fa
torial n p).value) ())ave
 
omme argument 3, imprime : 6.

20



C Librairie monadiqueLe �
hier monad.ml implémente le monade C :(* Interfa
e of a monad and its prin
ipal operations *)module Monad(M :sigtype 'a tval return : 'a -> 'a tval bind : 'a t -> ('a -> 'b t) -> 'b tval fail : string -> 'a tend) =stru
ttype 'a t = 'a M.tlet bind = M.bindlet (>>=) = bindlet return = M.returnlet fail = M.faillet (>>) m k = m (>>=) (fun _ -> k)let lift f m = m (>>=) (fun
tion x -> return (f x))end(* The PreContMonad module implements the 
ontinuation monad *)module PreContMonad (T : sig type t end) =stru
ttype 'a t = ('a -> T.t) -> T.tlet return a = fun f -> f alet bind m f = fun 
 -> m (fun h -> f h 
)let fail s = failwith send(* The C module represents the 
hangeable monad (whi
h is a parti
ular 
aseof the 
ontinuation monad) *)module PreChangeableMonad = PreContMonad (stru
t type t = Types.
hangeable end)module ChangeableMonad = Monad(PreChangeableMonad)module C = ChangeableMonad
21



Le �
hiermonadi
_lib.ml implémente la librairie monadique :open Typesopen Debugopen Monadlet (>>=) = C.bindex
eption Unset_Modif(* 
urrent_time is used to generate the next time-stamp *)let 
urrent_time = ref(Time.init())(* pq is the priority queue of affe
ted edges, initially empty *)let pq = ref(Q.empty)(* initializing the library *)let init () =
urrent_time := Time.init();pq := Q.empty(* 
reation of modifiables : 
mp is the 
omparison fun
tion,f is the initialiser fun
tion *)let new_mod 
mp f =let value = ref(fun
tion _ -> raise Unset_Modif) inlet wrt = ref(fun
tion v -> raise Unset_Modif) inlet out_edges = ref [℄ inlet m = {value= value; wrt= wrt; out_edges=out_edges} inlet write_again t v =(if 
mp v (!value ())then()else(value := (fun
tion _ -> v);List.iter (fun
tion x -> pq := Q.insert x !pq) !out_edges;(* the out_edges list is emptied so to avoid re-inserting thesame edges during next iteration *)out_edges := [℄));
urrent_time := t inlet write_first v =value := (fun
tion _ -> v);22



(* generation of the node's time-stamp *)wrt := write_again (Time.insert(
urrent_time)) in(* effe
tive writing of the modifiable's value *)wrt := write_first;(* the initialiser is 
alled *)f (fun v -> !(m.wrt) v);(* the C modifiable is returned *)C.return m(* reading a modifiable n and applying the reader f to it *)let read_mod m f =(* generating the start time of the read = time-stamp of the read *)let start = Time.insert(
urrent_time) inlet re
 run () =(* preparing to apply the reader f *)f (!(m.value) ());(* updating the out_edges of the modifiable n being read by addingthe 
urrent read to it *)m.out_edges :={reader=run; time_span=(start, !
urrent_time)} :: !(m.out_edges) in(* applying the reader *)run ()(* 
hanging the value v of modifiable l *)let 
hange l v =!(l.wrt) v(* auxiliary fon
tion for propagation *)let re
 propagate_aux () =(* if nothing to evaluate *)if (Q.is_empty(!pq))then(* then nothing is done *)()else(* else 
onsider the first edge to be evaluated *)let (edge, npq) = Q.delete_min(!pq) inlet {reader=f; time_span=(start, stop)} = edge in(* remove all other edges from evaluation priority queue *)pq := npq;(* if the time-stamp of the edge was deleted on previous iteration,23



i.e. this edge is not to be re-evaluated *)if (Time.is_spli
ed_out start)then(* then 
ontinue propagating on other edges *)propagate_aux ()else ((* else delete edges 
ontained in the 
urrent edge, *)Time.spli
e_out start stop;
urrent_time := start;(* evaluate edge by 
alling its reader *)f();propagate_aux())(* propagating the 
hanges *)let propagate () =let 
time = !
urrent_time inpropagate_aux();
urrent_time := 
timeL'exemple suivant, monadi
_mtimesn.ml :let (>>=) = C.bindlet return = C.returnlet (>>) = C.(>>)let eval m = m (fun x -> x)let prog =new_mod (=) (return 0) >>= fun m ->new_mod (=) (return 0) >>= fun n ->new_mod (=) (read_mod m >>= fun m ->read_mod n >>= fun n ->return (m * n)) >>= fun mn ->
hange m 3;
hange n 4;propagate ();Printf.printf "%d*%d=%d\n" (!(m.value) ()) (!(n.value) ()) (!(mn.value) ());return ()let _ = eval progimprime sur la sortie standard : 3 � 4 = 12.24


